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Lời cảm ơn

Luận văn này được hoàn thành tại trường Đại học Khoa học - Đại học

Thái Nguyên. Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc đối với TS Nguyễn

Thị Kiều Nga, cô đã trực tiếp hướng dẫn tận tình và động viên tác giả

trong suốt thời gian nghiên cứu vừa qua.

Tác giả cũng xin chân thành cảm ơn tới các quý thầy, cô giáo đã giảng

dạy lớp cao học Toán K11A, các bạn học viên và đồng nghiệp đã tạo điều

kiện thuận lợi, giúp đỡ tác giả trong quá trình học tập và nghiên cứu tại

trường. Tác giả cũng xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới gia đình và người

thân luôn khuyến khích động viên tác giả trong suốt quá trình học cao học

và viết luận văn này.

Mặc dù có nhiều cố gắng nhưng luận văn khó tránh khỏi những thiếu

sót và hạn chế. Tác giả mong nhận được những ý kiến đóng góp của các

thầy cô và các bạn đọc để luận văn được hoàn thiện hơn.

Xin chân thành cảm ơn!

Thái Nguyên, tháng 4 năm 2019
Tác giả

Nguyễn Thị Hoàn
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Mở đầu

Đa thức là một khái niệm cơ bản và quan trọng của toán học. Đa thức

không chỉ là đối tượng nghiên cứu của Đại số mà còn là công cụ quan

trọng được sử dụng trong các nghiên cứu của Giải tích như Lý thuyết điều

khiển, Lý thuyết tối ưu... Trong các kỳ thi học sinh giỏi trong và ngoài

nước các bài toán về đa thức cũng thường được đề cập đến. Vì thế trong

chương trình toán phổ thông đa thức là một chuyên đề quan trọng và cần

thiết trong việc bồi dưỡng học sinh giỏi.

Đồng dư đa thức là một vấn đề được nhiều nhà toán học quan tâm

khi nghiên cứu về đa thức mà trường hợp đặc biệt là các phương trình

đồng dư hoặc các đồng dư thức. Theo [4], cho A là một trường, f(x), g(x),

p(x) ∈ A[x], p(x) 6= 0. Ta nói f(x) đồng dư với g(x) theo môđun p(x)

nếu và chỉ nếu f(x)− g(x) chia hết cho p(x) trong A[x]. Vì thế "đồng dư

đa thức theo môđun một đa thức" có thể coi là tổng quát của khái niệm

"đồng dư thức" đã biết.

Luận văn "Về đồng dư đa thức" nghiên cứu về đồng dư đa thức theo

môđun một đa thức, đồng dư đa thức theo môđun số nguyên tố và lũy

thừa một số nguyên tố. Các kết quả trong luận văn được tham khảo ở các

tài liệu [2], [4], [6], [7]. Hơn nữa, chúng tôi cũng đưa ra được đặc trưng của

đồng dư đa thức theo môđun một đa thức (Mệnh đề 2.1.2) và một số tính

chất của đồng dư đa thức theo môđun một đa thức (Định lý 2.1.3). Sử

dụng đồng dư đa thức, chúng tôi nghiên cứu một số ứng dụng của đồng

dư đa thức trong giải toán sơ cấp.

Luận văn gồm 3 chương.

Chương 1: Trình bày một số kiến thức chuẩn bị về đa thức và một số

tính chất số học cần thiết cho các chương sau.

Chương 2: Nghiên cứu về đồng dư đa thức: Đồng dư đa thức theo môđun
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một đa thức và một số trường hợp đặc biệt là môđun số nguyên tố và lũy

thừa số nguyên tố.

Chương 3: Trình bày một số ứng dụng của đồng dư đa thức trong toán

sơ cấp.

Mặc dù đã rất cố gắng nhưng do thời gian và năng lực nghiên cứu còn

hạn chế nên rất mong được sự góp ý của các thầy cô và các bạn đọc để

luận văn được hoàn thiện hơn.
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Chương 1

Kiến thức chuẩn bị

Trong chương này, chúng tôi nhắc lại một số kiến thức về đa thức một

ẩn và kiến thức về số học như khái niệm đa thức, bậc, nghiệm của đa thức,

một số định lý thường gặp như Định lý phép chia với dư, Định lý Bezout,

Viete, hàm Euler, một số định lý quan trọng của số học,... nhằm thuận

tiện cho việc theo dõi các chương sau.

1.1 Một số kiến thức cơ bản về đa thức một ẩn

1.1.1 Định nghĩa

Định nghĩa 1.1.1. Cho A là một vành giao hoán có đơn vị. Một đa thức

một ẩn với hệ số trên A là một biểu thức có dạng:

f(x) = a0 + a1x+ ...+ amx
m,

trong đó ai ∈ A với mọi i = 0,m và x là một kí hiệu gọi là biến. Khi đó,

ai gọi là các hệ số thứ i của đa thức, aix
i gọi là hạng tử thứ i của đa thức,

a0 gọi là hạng tử tự do. Kí hiệu A[x] là tập các đa thức một biến x với hệ

số trong A.

Cho hai đa thức

f(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n

và

g(x) = b0 + b1x+ ...+ bmx
m
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thuộc A[x]. Không giảm tính tổng quát, ta có thể giả sử m > n và

m = n+ t. Khi đó

g(x) = b0 + b1x+ ...+ bnx
n + bn+1x

n+1 + ...+ bn+tx
n+t.

Ta nói hai đa thức f(x) và g(x) là bằng nhau nếu ai = bi với mọi i = 0, n

và bn+1 = ... = bn+t = 0.

Định nghĩa 1.1.2. Cho hai đa thức

f(x) = a0 + a1x+ ...+ anx
n

và

g(x) = b0 + b1x+ ...+ bmx
m

thuộc A[x]. Khi đó

f(x) + g(x) =

max {n,m}∑
i=0

(ai + bi)x
i.

f(x)g(x) =
m+n∑
i=0

( i∑
j=0

ajbi−j
)
xi.

Quy ước ai = 0 nếu i > n và bi = 0 nếu i > m.

Khi đó A[x] là một vành giao hoán có đơn vị với phép cộng và phép

nhân các đa thức, A[x] gọi là vành đa thức một ẩn với hệ số trong A.

1.1.2 Bậc của đa thức

Định nghĩa 1.1.3. Bậc của đa thức khác 0 trong A[x]

f(x) = a0 + a1x+ ...+ an−1x
n−1 + anx

n

là n nếu an 6= 0, kí hiệu deg f(x) = n.

Quy ước, đa thức 0 không có bậc hoặc có bậc là −∞.

Sau đây là tính chất về bậc của đa thức

Định lý 1.1.4. Giả sử f(x), g(x) là hai đa thức khác 0 thuộc A[x].
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(i) Nếu f(x) + g(x) 6= 0 thì

deg
(
f(x) + g(x)

)
6 max

{
deg f(x), deg g(x)

}
(ii) Nếu f(x)g(x) 6= 0 thì

deg
(
f(x)g(x)

)
6 deg f(x) + deg g(x),

đẳng thức sẽ xảy ra nếu A là miền nguyên.

1.1.3 Phép chia với dư

Định lý 1.1.5. (Định lý phép chia với dư). Cho A là một vành giao hoán

có đơn vị và f(x), g(x) là hai đa thức thuộc A[x], g(x) là đa thức có hệ số

cao nhất khả nghịch trong A. Khi đó tồn tại duy nhất q(x), r(x) ∈ A[x]

sao cho f(x) = g(x)q(x) + r(x) và deg r(x) < deg g(x) nếu r(x) 6= 0.

Các đa thức q(x) và r(x) trong định lý trên lần lượt gọi là đa thức

thương và dư trong phép chia f(x) cho g(x). Nếu r(x) = 0 thì ta nói f(x)

chia hết cho g(x).

Kết quả sau đây là hệ quả trực tiếp của Định lý phép chia với dư trong

trường hợp đa thức g(x) là đa thức bậc nhất có hệ số cao nhất là 1.

Hệ quả 1.1.6. (Định lý Bezout). Cho A là một vành giao hoán có đơn vị

và g(x) ∈ A[x], α ∈ A. Khi đó dư của phép chia f(x) cho x− α là f(α).

Chú ý 1.1.7. Cho f(x) ∈ A[x], α ∈ A. Ta có lược đồ sau gọi là lược

đồ Horner để tìm thương và dư của phép chia f(x) cho x − α. Giả sử

f(x) =
n∑
i=0

aix
i, an 6= 0. Theo Định lý phép chia với dư, chia f(x) cho

x− α, ta được f(x) = (x− α)q(x) + r với r = f(α) và deg q(x) = n− 1.

Giả sử q(x) = bn−1x
n−1 + ... + b1x + b0. Đồng nhất các hệ số, ta có

bn−1 = an, bn−2 = an−1 + αbn−1, ..., bk−1 = ak + αbk, ..., b0 = a1 + αb1,

r = a0 + αb0.

an an−1 ... a1 a0

α bn−1 = an bn−2 = an−1 + αbn−1 ... b0 = a1 + αb1 r = a0 + αb0
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